
2022/3/11 17:57 多变量微积分笔记20——球坐标系 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9077119.html 1/9

多变量微积分笔记20——球坐标系

　　球坐标系是三维坐标系的一种，用以确定三维空间中点、线、面以及体

的位置，它以坐标原点为参考点，由方位角、仰角和距离构成。球坐标系在

地理学、天文学中都有着广泛应用。

球坐标系
　　球坐标中是这样表示空间中一点的：用ρ表示点到原点的距离，0 ≤ ρ≤

+∞；在ρz平面上，从z轴正半轴向ρ偏转的角度是φ，0 ≤ φ≤ π；从x轴偏

转到平面的角度是θ，0 ≤ θ≤ 2π，如下图所示：

　　被称作球坐标的原因是，如果固定了ρ=a作为半径，通过移动ρ就可以

得到一个球面，φ就是ρ的南北朝向，0°≤ φ < 90°，ρ朝北，90°<φ≤

180°，ρ朝南：

 

　　如果将上图看作地球，φ和纬度相似，都是衡量点到南北极点的距离。

当然，在具体度量上有所差别，地理上赤道是0°纬线，然后向两极递增；球

坐标的φ从北极点出发，向南极递增，赤道位置是90°。θ和经度类似，用来

衡量东西方位，因此可将x轴正半轴的指向看作本初子午线，也就是0°经

线，由于球坐标中θ的取值是[0, 2π],所以只有东经没有西经。
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　　也可以通过柱坐标来理解球坐标（关于柱坐标，可参考《多变量微积分

笔记19——直角坐标系和柱坐标系下的三重积分》）：

 

　　球坐标到柱坐标的互相转换相当于rz平面的极坐标表示法：

　　以上是球坐标系的所有公式，实际上只要记住图形就可以了。

　　如果仅定义了ρ和φ，相当于向量绕着z轴旋转；特别地，当ρ从原点出

发绕z轴旋转，将形成一个圆椎体，如下图所示：

随笔分类
(211)

★★资源下载★★(1)
Java并发编程(1)
程序员的数学(24)
单变量微积分(31)
多变量微积分(24)
概率(24)
机器学习(27)
软件设计(1)
数据分析(6)
数据结构与算法(27)
随笔(5)
线性代数(34)
项目管理(2)
转载(4)

随笔档案
(205)

2021年2月(1)
2020年3月(2)
2020年2月(6)
2020年1月(4)
2019年12月(7)
2019年11月(15)
2019年9月(3)
2019年8月(6)
2019年7月(1)
2019年6月(8)
2019年5月(3)
2019年4月(5)
2019年3月(7)
2019年2月(3)
2019年1月(7)
更多

阅读排行榜

1. 使用Apriori进行关联分析（一）(2976
8)
2. 线性代数笔记12——列空间和零空间
(28772)
3. FP-growth算法发现频繁项集（一）
——构建FP树(24430)
4. 寻找“最好”（2）——欧拉-拉格朗
日方程(23099)
5. 多变量微积分笔记3——二元函数的极
值(22772)

评论排行榜

1. 隐马尔可夫模型（一）(8)
2. 线性代数笔记12——列空间和零空间
(7)
3. 线性代数笔记3——向量2（点积）(7)
4. FP-growth算法发现频繁项集（一）
——构建FP树(5)
5. 寻找“最好”（2）——欧拉-拉格朗
日方程(4)

推荐排行榜

1. 寻找“最好”（2）——欧拉-拉格朗
日方程(7)
2. FP-growth算法发现频繁项集（一）
——构建FP树(7)
3. 线性代数笔记3——向量2（点积）(6)
4. FP-growth算法发现频繁项集（二）
——发现频繁项集(5)
5. 隐马尔可夫模型（一）(5)

最新评论

1. Re:线性代数笔记3——向量2（点积）
如果点积小于0，即夹角小于90°，这个写
错了吧。应该是夹角大于90°

--猫猫猫猫猫大人

http://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9048375.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1595424.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1534382.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1279766.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1060304.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1142620.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1103193.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1038643.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1078397.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1579809.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1049520.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1038642.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1093624.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1043371.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1102054.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2021/02.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2020/03.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2020/02.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2020/01.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/12.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/11.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/09.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/08.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/07.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/06.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/05.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/04.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/03.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/02.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/01.html
javascript:void(0)
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7405555.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9591191.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7478698.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8319082.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7230668.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9591191.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8079386.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7478698.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7478698.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8079386.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7491405.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7230668.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8079386.html


2022/3/11 17:57 多变量微积分笔记20——球坐标系 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9077119.html 3/9

 

　　如果φ=π/2，则变成扁平的高度为0的圆锥——xy平面的圆。

球坐标系的积分
　　想要计算三重积分，就需要知道体积积元dv，在球坐标系中dv需要转

换成dρdφdθ，那么三者的顺序，也就是面积积元应当是什么？

　　尝试用dφdθ作为面积积元，如下图所示：

　　ΔS是三维空间中物体便面积的微小面积块，在球坐标系中，当Δφ和

Δθ足够小时，ΔS的两边p和q可以看作以O和O’ 为圆心的圆的微小弧长，

两个圆互相垂直。如果两个圆的半径分别为r和a，则：

 

　　Δρ是ΔV的厚度积元，对于球坐标来说，a = ρ：

 

　　通常按照dρdφdθ的顺序计算最为简单。
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综合示例
示例1

　　计算单位球和z = 2-1/2所围的区域的体积：

　　尝试使用球坐标处理，积分很简单：

 

　　问题转换成确定ρφθ的取值范围。因为是球体，很明显θ的取值范围就

是[0, 2π]。通过球体的切面图形确定其余两个积元的取值：

 

　　切面左右两侧对称，只需要观察一侧即可。φ是直角三角形的一角，随

着ρ的滑动，φ的取值将是[0, π/4]。无论φ怎样取值，ρ的最大值都在球面

上，所以ρ的最大值是1。当φ=0时，ρ在z轴上，此时ρ的最小值是2-1/2。

这里很容易将ρ的取值误判为[2-1/2, 1]，这需要用下图解释：
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　　ρ向z轴方向旋转，此时φ减小，ρ的最大值始终位于球面，最小值是ρ

与平面的交点处，所以ρ与φ有关。当ρ取最小值时，z始终是2-1/2，通过球

坐标的公式可知：

 

 

　　最终：

 

　　分步计算（三角函数的积分可参考《数学笔记21——三角替换2（tan

和sec）》）：

示例2

　　立体区域D是圆心在(0, 0 , 1)的单位圆的上半球，计算D的体积和圆点

到D的平均距离。

http://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7845055.html
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　　根据球的图体积公式：

 

　　现在使用积分去计算。和示例1一样，很容易确定θ的积分域是[0,

2π]。通过zx轴的截面确定φ的积分域：

 

　　上图可以看出，φ的最大值是π/4，φ的积分域是[0, π/4]。ρ的取值如

下图所示：
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　　可以看到，ρ的积分上下限都不固定，它们随着φ的变换而改变，Max

点是(x,y,z)，其中：

 

　　现在的问题是如何求得ρ的积分上限？求解方式是从几个已知条件和极

坐标的公式中让ρ变成θ和φ的函数：

 

　　最终：

 

　　又是一个冗长的三角换元，分步计算如下：
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　　球的体积也可以使用一元积分的圆盘法球的，可参考《数学笔记17

——定积分的应用2（体积）》。

　　在《多变量微积分笔记10——二重积分的应用》中介绍过均值问题，

三重积分与之类似，距离的均值相当于在D区域内对ρ进行积分处理：
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